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摘 要：利用分裂四元数矩阵的复表示研究了分裂四元数矩阵满秩分解的代数方法。把广义逆的概念推广到

分裂四元数矩阵代数上，最后利用广义逆研究了分裂四元数线性方程组解的问题。
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Abstract：In this article，the algebraic method of full rank decomposition of split quaternion matrix
was studied by means of complex representation of split quaternion matrix. This paper extended the
concept of generalized inverse to split quaternion matrix algebra and finally studied the solution of
split quaternion linear equation by generalized inverse.
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1843年Hamilton 研究了四元数体 H ，并记作

H ={ }q = q1 + q2i + q3 j + q4k ; q1, q2, q3, q4 ∈R ，

其中 i2 = j2 = k2 = -1, ijk = -1。

1849年 James Cockle 探讨了分类四元数环 Hs ，并记作

Hs ={ }q = q1 + q2i + q3 j + q4k ; q1, q2, q3, q4 ∈R ，

其中 i2 = -1, j2 = k2 = 1, ijk = 1。

分裂四元数环是结合代数和不可交换的 4维 Clifford代数，并且它包含零因子、幂零因子和非平凡

的幂等元。分裂四元数环和四元数环是两种不同的非交换四维Clifford代数，后者是一个非交换的体，

而前者不是。因此分裂四元数环的代数结构比四元数体的代数结构更为复杂。

分裂四元数的研究是最近比较新的一个课题，国内外许多专家学者对分裂四元数的性质及应用展

开了探讨。文献［1-3］研究了分裂四元数在几何上的应用，文献［4-7］系统地给出了分裂四元数的分
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析性质和代数性质，文献［8-9］探讨了分裂四元数矩阵的可对角化问题及最小二乘问题。本文利用分

裂四元数的复表示研究了分裂四元矩阵满秩分解的代数方法，定义了分裂四元数矩阵的广义逆，利用

分裂四元数矩阵满秩分解定理给出了广义逆的若干性质，最后利用分裂四元数矩阵的广义逆，给出了

分裂线性方程组的解。

1 分裂四元数矩阵的复表示

R 表示实数域，C =R⊕Ri 表示复数域，H s =R⊕Ri⊕Rj⊕Rk 表示分裂四元数环，其中 i2 = - 1,
j2 = k2 = 1, ijk = 1。 Fm × n 表示环 F 上的 m × n 矩阵的全体。

定义 1 对于任意 x = x1 + x2i + x3 j + x4k = y + zj ∈H s ，其中 x1, x2, x3, x4 ∈R, y = x1 + x2i, z = x3 + x4i, y, z ∈C ，

则称 2 × 2 的矩阵 é
ë
ê

ù
û
ú

y z
z̄ ȳ

为分裂四元数 x 的复表示，记为 x
f
。

定义2 对于任意 A =A1 +A2i +A3 j +A4k =B1 +B2 j ∈H m × n
s ，其中 A1, A2, A3, A4 ∈Rm × n, B1 =A1 +A2i, B2 =A3 +

A4i, B1, B2 ∈Cm × n ，则称 2m × 2n 的矩阵 é
ë
ê

ù
û
ú

B1 B2-
B2

-
B1

为分裂四元数矩阵 A 的复表示，记为 A
f
。

命题 1 对于任意 A, B ∈Hm × n
s , D ∈Hn × t

s , a ∈R ，则

1）若 A
f =B f

，则 A =B ；

2）( )A +B f =A f +B f
；

3）( )aA
f = aA f

；

4）( )AD
f =A f

D
f
；

5）令 Q t = é
ë
ê

ù
û
ú

0 I t
I t 0

，I t 为 t 阶单位矩阵，则 QmA
f
Qn =-A f

。

由命题 1得到如下结果：

定理 1 H s ≅H
f

s , H m × n
s ≅ ( )H m × n

s

f

。

由定理 1可知，一个分裂四元数即为一个复二阶矩阵，分裂四元数环上 m × n 矩阵的性质即为一个

复数域上 2m × 2n 矩阵的性质。

2 分裂四元数矩阵的共轭转置矩阵及性质

定义 3 对于任意 A =A1 +A2i +A3 j +A4k ∈Hm × n
s ，其中 A1, A2, A3, A4 ∈Rm × n 。 A 的共轭矩阵 Ā =A1 -A2i

-A3 j -A4k ；A 的转置矩阵 AT ≜ ( )xts ∈Hn ×m
s ；A 的共轭转置 A* ≜ ( )Ā T ∈Hn ×m

s 。

定义 4 对 A ∈Hn × n
s ，如果存在 B ∈Hn × n

s ，使得 AB =BA = In ，其中 In 为 n 阶单位矩阵，那么 A 是可逆

的，B 称为 A 的逆矩阵。

引理 1［10］ 对于任意给定的 A ∈Hm × n
s , B ∈Hn × s

s ，有下面结果成立：

1） ( )Ā T = - -----( )AT ；

2） ( )AB
* =B*A* ；

3）如果 A、B 是可逆的，那么 ( )AB
-1 =B-1A-1 ；

4）如果 A 是可逆的，那么 ( )A* -1 = ( )A-1 *
。

定理 2 令 A ∈Hn × n
s ，则 ( )A* f

相似于 ( )A
f *

。
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证明 令 A =A1 +A2i +A3 j +A4k =B1 +B2 j ，其中 B1 =A1 +A2i, B2 =A3 +A4i ，则 A的共轭转置矩阵 A* =B1
*

-B2
T j，从而 ( )A* f = æ

è
çç

ö

ø
÷÷

B*
1 -BT

2
--BT

2
-
B*

1
= æ
è
ç

ö
ø
÷

B*
1 -BT

2-B*
2 BT

1
；A 的复表示矩阵 A

f = æ
è
ç

ö
ø
÷

B1 B2-
B2

-
B1

，从而 ( )A
f * = æ

è
ç

ö
ø
÷

B*
1 B2

T

B*
2 B1

T 。

对于复矩阵
æ
è
ç

ö
ø
÷

B*
1 -BT

2-B*
2 BT

1
和

æ
è
ç

ö
ø
÷

B*
1 B2

T

B*
2 B1

T 显然是相似的，所以 ( )A* f

相似于 ( )A
f *

。

定义 5 若 A ∈Hm × n
s ，则分裂四元数矩阵 A 的秩定义为 rank ( )A = 12 rank( )A

f
。

定理 3 若 A ∈Hm × n
s , B ∈Hn × s

s ，则 rank ( )AB ≤min{ }rank ( )A , rank ( )B 。

证明 利用复表示矩阵和复数域上秩的不等式易得。

定理 4 令 A ∈Hm × n
s ，rank A = r ，则有

1）A*A 和 AA* 都是Hermite矩阵；

2）rank ( )A*A = rank ( )AA* = rank ( )A = r ；
3）A*A = 0 当且仅当 A = 0 。

证明 1）因为 ( )A*A
* =A*( )A* * =A*A ，所以 A*A 是Hermite矩阵；同理可证 A* 是Hermite矩阵。

2）A*A 的复表示是 ( )A*A
f = ( )A* f

( )A f
，由定理 3 知 ( )A* f

( )A f
相似于 ( )A

f *
( )A f

。因为在复数域上

rank æ
è

ö
ø( )A

f *
( )A f = rank ( )( )A f

，所以 rank ( )A*A = rank ( )A 。同理可证 rank ( )AA* = rank ( )A 。所以 rank ( )A*A =
rank ( )AA* = rank ( )A = r 。

3）充分性显然成立。由 2）知必要性也是成立的。

3 分裂四元数矩阵的满秩分解

在这一部分给出分裂四元数矩阵的满秩分解理论。

定理 5 设 A ∈Hm × n
s ，rank ( )A = r ，则存在 B ∈Hm × r

s , C ∈H r × n
s ，且 rank ( )B = rank ( )C = r ，满足 A =BC 。

证明 不妨设分裂四元数矩阵 A =A1 +A2i +A3 j +A4k =B1 +B2 j ，其中 A1, A2, A3, A4 ∈Rm × n, B1 =A1 +A2i

∈Cm × n, B2 =A3 +A4i ∈Cm × n 。

分裂四元数矩阵 A 的复表示矩阵为 A
f = æ

è
ç

ö
ø
÷

B1 B2-
B2

-
B1

，令 P = ( )B1 B2 , Q = ( )-
B2

-
B1 ，则 A

f = æ
è
ç

ö
ø
÷

P
Q

，且

Q = P̄Qn 。

因为 P ∈Cm × 2n ，所以存在 P1 ∈Cm × r, P2 ∈Cr × 2n ，使得 P =P1P2 。从而知 Q =-P1
-
P2Qn 。

所以 A
f = æ

è
ç

ö
ø
÷

P1P2-
P1
-
P2Qn

= æ
è
ç

ö
ø
÷

P1 0
0 -

P1

æ
è
ç

ö
ø
÷

P2-
P2Qn

。

令 P2 = ( )P21 P22 ，其中 P21 ∈Cr × n, P22 ∈Cr × n ，则
-
P2Qn = ( )----

P22
----
P21 。

令 B =P1 ∈H r ×m
s , C =P21 +P22 j ∈H r × n

s ，且 B
f = æ

è
ç

ö
ø
÷

P1 0

0
-
P2

, C f = æ
è
ç

ö
ø
÷

P21 P22----
P22

----
P21

，所以

A
f = æ

è
ç

ö
ø
÷

P1P2-
P1
-
P2Qn

= æ
è
ç

ö
ø
÷

P1 0

0
-
P1

æ
è
ç

ö
ø
÷

P2-
P2Qn

= æ
è
ç

ö
ø
÷

P1 0

0
-
P1

æ
è
ç

ö
ø
÷

P21 P22----
P22

----
P21

=B f
C

f
，

即 A
f =B f

C
f
。

由命题 1知 A =BC 。结论得证。
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例 设 A =A1 +A2i +A3 j +A4k ∈H 2 × 2
s ，其中

A1 = æè ö
ø

1 10 0 , A2 = æè ö
ø

0 01 1 , A3 = æè ö
ø

1 01 0 , A4 = æè ö
ø

0 10 1 ，

求矩阵 A 的满秩分解。

解 分裂四元数矩阵 A =B1 +B2 j ，其中 B1 = æè ö
ø

1 1
i i

, B2 = æè ö
ø

1 i1 i
。所以分裂四元数矩阵 A的复表示为

A
f = æ

è
ç

ö
ø
÷

B1 B2-
B2
-
B1

=
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

1 1 1 i
i i 1 i1 -i 1 11 -i -i -i

。

令 P = æ
è

ö
ø

1
i

1
i

11 i
i

，Q = æ
è

ö
ø

11 -i-i 1-i 1-i 。对于 P ，存在矩阵 P1 = æè ö
ø

1 0
i 1 , P2 = æè ö

ø
10 10 11 - i i1 + i ，

使得 P =P1P2 。从而 Q = æ
è

ö
ø

10 10 11 + i -i1 - i æè ö
ø

1 0-i 1 =-P2
-
P1 。

所以 A
f = æ

è
ç

ö
ø
÷

P1P2-
P2
-
P1

= æ
è
ç

ö
ø
÷

P1 0

0
-
P1

æ
è
ç

ö
ø
÷

P21 P22----
P22

----
P21

，其中 P21 = æè ö
ø

1 10 0 , P22 = æè ö
ø

1 i1 - i 1 + i 。

令 B =P1, C =P21 +P22 j ，则 B
f = æ

è
ç

ö
ø
÷

P1 0

0
-
P2

, C f = æ
è
ç

ö
ø
÷

P21 P22----
P22

----
P21

，所 以 A
f =B f

C
f
，从 而 A =BC ，其 中

B = æ
è

ö
ø

1 0
i 1 , C = æ

è
ö
ø

1 10 0 + æ
è

ö
ø

1 i1 - i 1 + i j 。

4 分裂四元数矩阵的广义逆

定义 6 设分裂四元数矩阵 A ∈Hm × n
s ，如果存在分裂四元数矩阵 G ∈Hn ×m

s 满足条件 AGA =A ，则称G

为分裂四元数矩阵 A 的广义逆，记作 A- 。

定理 6 设 A ∈Hm × n
s ，λ ∈R, λ≠0 ，则有

1）( )A* - = ( )A- *
；

2）rank ( )A- ≥ rank ( )A ；

3）( )λA
- = 1

λ
A- 。

证明 1）因为对于任意 A ∈Hm × n
s 有 A* = ( )AA-A

* =A*( )A- *
A* ，由定义 6知 ( )A* - = ( )A- *

。

2）由定理 4知，rank (A-)≥ rank ( )AA- ≥ rank ( )AA-A = rank ( )A 。

3）因为 λ≠0 ，由 AA-A =A 得 ( )λA 1
λ
A-( )λA =λAA-A 1

λ
λ =λA ，所以 ( )λA

- = 1
λ
A- 。

定理 7 设 A ∈Hm × n
s ，则有

1）AA- = Im 当且仅当 A 为行满秩矩阵；

2）A-A = In 当且仅当 A 为列满秩矩阵；

3）对于任意 G ∈Hn ×m
s ，AGA =A 当且仅当 A*AGA =A*A 。

证明 1）若 AA- = Im ，则有

rank ( )AA- ≥ rank ( )AA-A = rank ( )A ≥ rank ( )AA- ，

所以 rank ( )A = rank ( )AA- = rank ( )Im =m ，即 A 为行满秩矩阵。

反之，若 A 为行满秩矩阵即 rank ( )A =m ，于是 rank ( )A = rank ( )AA-A ≤ rank ( )AA- ≤ rank ( )A ，
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所以 rank( )AA- =m 。由于 AA- 是 m 阶方阵，故 AA- 可逆，因此有 AA- =AA-( )AA- ( )AA- -1 =AA-( )AA- -1 = Im。
2）证明过程同 1）。

3）若 AGA =A ，则有 A*AGA =A*A 。反之，若 A*AGA =A*A ，则有

( )AGA -A *( )AGA -A = ( )A*G*A* -A* ( )AGA -A = ( )A*G* - In ( )A*AGA -A*A = 0。
由定理 4知 AGA -A = 0 ，即得 AGA =A 。

定理 8 设 A ∈Hm × n
s ，且 rank ( )A = r <min{ }m, n ，且有满秩分解 A =CD ，则有 A- =D-C- 。

证明 由定理 7知，C-C = Ir, DD- = Ir ，所以

A( )D-C- A =C( )DD- ( )C-C D =CIrD =CD =A。

5 分裂四元数线性方程组的解

在这一部分，利用分裂四元数矩阵的广义逆讨论相容分裂四元数线性方程组解的问题。

定理 9 设 A ∈Hm × n
s ，x ∈Hn × 1

s , b ∈Hm × 1
s ，则存在 n ×m 矩阵 G ∈Hs

n ×m 使 x =Gb 是相容分裂四元数线性

方程组 Ax = b 的解的充分必要条件是 G =A- ，即 G 满足 AGA =A 。

证明 充分性 设 G =A- ，即 AGA =A 。由于分裂四元数线性方程组 Ax = b 是相容的，所以存在

x0 ∈Hn × 1
s 使 Ax0 = b 。因此 AGb =AGAx0 =Ax0 = b ，所以 x =Gb 是分裂四元数线性方程组 Ax = b 的解。

必要性 由题意知存在 G ∈Hs
n ×m ，使 x =Gb 是相容分裂四元数线性方程组 Ax = b 的解，对于任意

b ∈Hm × 1
s 都成立。特别当 A = ( )α1, α2, ⋯, αn 时，对 A 的列向量 αi 也有 AGαi =αi, ( )i = 1, 2, ⋯, n 。所以

AG( )α1, α2, ⋯, αn = ( )α1, α2, ⋯, αn ，即 AGA =A ，故 G =A- 。

推论 1 分裂四元数线性方程组 Ax = b 相容的充分必要条件是 AA-b = b 。

证明 必要性 若分裂四元数方程组 Ax = b 相容，则由定理 9 知 x =A-b 是 Ax = b 的解，所以

AA-b = b 。

充分性 令 x0 =A-b ，则 Ax0 =AA-b = b ，所以 x0 是分裂四元数方程组 Ax = b 的解，故 Ax = b 相容。

定理 10 设 A ∈Hm × n
s , x ∈Hn × 1

s ，则分裂四元数齐次线性方程组 Ax = 0 的通解为 x = ( )In -A-A y ，其中

任意 y ∈Hn × 1
s 。

证明 因为 A( )In -A-A y = ( )A -AA-A y = 0y = 0 ，所以 x = ( )In -A-A y 是分裂四元数齐次线性方程组

Ax = 0 的解。

设 x0 是分裂四元数齐次线性方程组 Ax = 0 的任意解，则

x0 =A-Ax0 + ( )In -A-A x0 = ( )In -A-A x0，

所以分裂四元数齐次线性方程组 Ax = 0 的通解为 x = ( )In -A-A y ，其中任意 y ∈Hn × 1
s 。

定理 11 设 A ∈Hm × n
s , x ∈Hn × 1

s ，则相容分裂四元数线性方程组 Ax = b 的通解为 x =A-b + ( )In -A-A y ，

其中任意 y ∈Hn × 1
s 。

证明 由定理 10和非齐次线性方程组解的结构可知定理成立。

例 利用广义逆求分裂四元数线性方程组
ì
í
î

ï

ï

x1 + jx2 - kx3 = i
ix1 + kx2 = j
jx1 - ix2 = k

的通解。

解 设矩阵
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A = é
ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

1 j -k
i k 0
j -i 0 ，X = é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

x1
x2
x3

，b = é
ë
êê

ù

û
úú

i
j
k

，

则分裂四元数线性方程组可表示为 AX = b 。系数矩阵的广义逆为

A- =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

-1 - i 12 - 32 i 12 ( )j + k
j - k - 12 ( )k + j - 12 ( )1 - i
-k j 0

。

由定理 11知分裂四元数线性方程组的通解为 X =A-b + ( )I3 -A-A y, ∀y ∈H 3 × 1
s 。
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